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ABSTRAK 
Pada artikel ini, penulis akan memperkenalkan ruang Orlicz-Morrey lemah versi ketiga sebagai perluasan 
dari ruang Orlicz-Morrey (kuat) versi ketiga. Seperti ruang Orlicz-Morrey lemah versi pertama dan 
kedua, ruang Orlicz-Morrey lemah versi ketiga dipandang sebagai perumuman dari ruang Orlicz lemah, 
ruang Morrey lemah, dan ruang Morrey lemah diperumum. Lebih jauh, pada artikel ini penulis akan 
mengkaji beberapa sifat yang ada pada ruang Orlicz-Morrey lemah versi ketiga. Metode yang digunakan 
dalam penelitian ini adalah metode yang klasik serupa dalam mengkaji sifat-sifat pada ruang Orlicz-
Morrey lemah versi pertama dan kedua.   
Kata kunci: Ruang Orlicz-Morrey kuat, ruang Orlicz-Morrey lemah. 
 
PENDAHULUAN  
Ruang Orlicz-Morrey merupakan perpaduan antara 
ruang Orlicz dan ruang Morrey yang pertama kali 
diperkenalkan oleh E. Nakai pada tahun 2004 
[4,6,16,20,21]. Misalkan G adalah adalah koleksi 
semua fungsi               dengan 
     monoton tak turun dan 
    
 
 monoton tak naik. 
Notasi O dinyatakan sebagai hmpunan semua bola 
buka          yang berpusat di     dan berjari – 
jari    .  
Misalkan     adalah fungsi Young dan     , 
ruang Orlicz-Morrey (kuat) versi Nakai      
    
didefinisikan sebagai koleksi fungsi       
      yang 
memenuhi  
            
    
          
dengan 
               
      
   
   
      
 
      
 
   
Jika dipilih        maka diperoleh      
    =  
    
  , yakni ruang Orlicz. Lebih jauh, jika dipilih 
       dan          ,     maka      
    
=      
   adalah ruang Lebesgue.  Selain itu, jika  
     = 
 
   
 
    
 (dimana               adalah 
fungsi monoton turun tetapi  
 
       fungsi monoton 
naik) dan         maka diperoleh       
   = 
     
  , yakni ruang Morrey diperumum yang 
diperkenalkan oleh Nakai pada tahun 1994. Hal ini 
menunjukkan ruang      
   adalah perumuman dari 
ruang Orlicz dan ruang Morrey, secara langsung juga 
merupakan perumuman ruang Lebesgue.  
Sedangkan ruang Orlicz-Morrey lemah versi Nakai 
dinyatakan sebagai himpunan semua fungsi terukur 
  yang memenuhi  
 
                   
    
                
      
 
    
   
       
untuk sembarang bola buka          pada  .  
Ruang Orlicz-Morrey lemah       
   
merupakan ruang quasi-Banach yang dilengkapi 
dengan quasi-norm 
                        . 
Seperti pada ruang      
  ,  jika dipilih 
       maka diperoleh       
    =       
  , 
yakni ruang Orlicz lemah.  Begitu juga, jika       = 
 
   
 
    
 (dimana               adalah fungsi 
monoton turun, tetapi  
 
       fungsi monoton naik) 
dan         maka diperoleh        
   = 
      
  , yakni ruang Morrey lemah  diperumum. 
Hal ini menunjukkan ruang       
   adalah 
perumuman dari ruang Orlicz lemah dan ruang Morrey 
lemah.  
Versi kedua  ruang Orlicz-Morrey (kuat) 
diperkenalkan oleh Sawano, Sugano, dan Tanaka pada 
tahun 2012 [23,24]. Misalkan    adalah koleksi semua 
fungsi               dengan      monoton tak 
turun tetapi 
         
     
   
 
   
 monoton tak naik untuk setiap 
   . Untuk fungsi Young   dan      , ruang 
Orlicz-Morrey      
   (versi Sawano dkk.) 
didefinisikan sebagai koleksi fungsi       
      
yang memenuhi  
            
    
               
dengan 
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Adapun ruang Orlicz-Morrey lemah       
   
didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur 
  yang memenuhi  
 
                  
    
          
      
     
   
       
untuk sembarang bola buka          pada  .  
Ruang Orlicz-Morrey lemah       
    
merupakan ruang quasi-Banach yang dilengkapi 
dengan quasi-norm 
                                 . 
 
METODE PENELITIAN 
Kajian tentang ruang orlicz, ruang Morrey, Orlicz-
Morrey      
   dan      
   telah banyak 
dilakukan oleh peneliti – peneliti sebelumnya. Hal ini 
bisa dilihat pada [1, 3 – 7, 9, 10,  13 – 25, 30 – 35]. 
Baru-baru ini Guliyev, dkk. [5] mendefinisikan 
sebuah ruang Orlicz-Morrey (kuat) versi ketiga yang 
dilengkapi dengan dua parameter   dan . Misalkan  
adalah fungsi Young yang bijektif dan    koleksi 
semua fungsi                yang memenuhi sifat 
     monoton turun tetapi               turun 
hampir dimana-mana pada bilangan real positif. Ruang 
Orlicz-Morrey     
   (versi Guliyev, dkk.) adalah 
koleksi semua fungsi terukur    yang memenuhi sifat  
                
 
     
 
  
    
 
   
          
. 
Ruang Orlicz-Morrey      
   juga perumuman 
dari ruang Orlicz, ruang Morrey, dan ruang Lebesgue. 
Hal tersebut telah ditunjukkan Guliyev pada contoh 
berikut. 
Contoh 1. [5] Misalkan        ,  fungsi 
Young yang bijektif, dan      , maka diperoleh 
a) Jika         dan       
  
 , maka 
     
       
   adalah ruang Lebesgue. 
b) Jika         dan       
  
 , maka      
   
      
   adalah ruang Morrey klasik. 
c) Jika        , maka      
        
   
adalah ruang Morrey diperumum. 
d) Jika              , maka      
   
    
  adalah ruang Orlicz. 
 
Catatan. Dalam beberapa hal ruang Orlicz-Morrey 
     
  ,      
  , dan      
   berbeda, salah 
satunya parameter yang berpengaruh pada sifat inklusi 
diruang-ruang tersebut. Hal ini bisa dilihat pada[17]. 
Berdasarkan hasil kajian penulis, ruang Orlicz-
Morrey      
   versi Guliyev dkk. masih membahas 
untuk fungsi-fungsi yang terintegralkan Lebegue. Oleh 
karena itu, melanjutkan hasil penelitian yang sudah 
dilakukan oleh peneliti-peneliti sebelumnya, penulis 
tertarik mendefinisikan ruang Orlicz-Morrey lemah 
versi Guliyev dkk. Lebih jauh penulis akan mengkaji 
beberapa sifat pada ruang tersebut dan melihat 
keterkaitannya dengan ruang Orlicz-Morrey (kuat) 
     
   . 
Hasil – hasil terkait pengkajian penulis tentang 
ruang Orlicz-Morrey lemah versi Guliyev dkk. akan 
disampaikan pada bab selanjutnya. Sedangkan metode 
yang digunakan dalam penelitian ini serupa dengan 
metode-metode klasik yang diterapkan pada ruang 
Orlicz-Morrey lemah       
    dan       
      
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
Pertama, pada bagian ini penulis akan 
mendefinisikan terlebih dahulu ruang Orlicz-Morrey 
lemah versi Guliyev dkk. 
Misalkan  adalah fungsi Young yang bijektif dan 
   koleksi semua fungsi                yang 
memenuhi sifat      monoton turun tetapi 
               turun hampir dimana-mana pada 
bilangan real positif. Ruang Orlicz-Morrey lemah 
      
   adalah koleksi semua fungsi terukur    
yang memenuhi sifat  
             
    
 
     
 
  
    
 
   
              
dengan 
         
            
    
          
      
 
         
Perhatikan bahwa, untuk sembarang     maka 
diketahui           adalah quasi-norm (lihat pada [1, 
10, 13]), yakni memenuhi sifat berikut. 
a.            , untuk sembarang         . 
b.             jika dan hanya jika     
hampir dimana-mana pada bola buka  . 
c.                       untuk sembarang 
konstanta    . 
d.                                    
untuk sembarang           . 
Berdasarkan sifat di atas maka diperoleh lema berikut. 
 
Lema 2. Misalkan   adalah fungsi Young yang bijektif 
dan     , maka         adalah quasi-norm pada 
ruang       
  .  
Bukti. 
Ambil sembarang           
    dan    .  
a. Karena             dan     ,  
      selalu 
bernilai positif  untuk setiap    , maka diperoleh 
         
        
 
     
 
  
    
 
   
            . 
b. Misalkan          , maka diperoleh 
 
     
 
  
    
 
   
             untuk sembarang 
bola buka    . Karena     ,        selalu 
bernilai positif untuk setiap    , maka haruslah 
            . Akibatnya diperoleh     
hampir dimana-mana pada bola buka  . 
Selanjutnya, misalkan     hampir dimana-mana 
pada bola buka  , maka diperoleh            . 
Karena hal ini berlaku untuk sembarang bola buka 
   , maka dapat disimpulkan           . 
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c. Perhatikan bahwa, untuk sembarang     
diperoleh  
         
     
    
 
     
 
  
    
 
   
            
           
=         
 
     
 
  
    
 
   
              
     
=             
 
     
 
  
    
 
   
           
               . 
d.  Selanjutnya, perhatikan bahwa 
   
    
 
     
 
  
    
 
   
             
          
 
     
 
  
    
 
   
      
      
 
            
             
 
     
 
  
    
 
   
           +                        
                
 
     
 
  
    
 
   
            
                          . 
Berdasarkan point a , b, c, dan d maka diperoleh  
        adalah quasi-norm pada ruang       
  .  
 Selanjutnya, keterkaitan antara ruang Orlicz-
Morrey      
   dan       
   dinyatakan pada 
teorema berikut. 
Teorema 3. Misalkan   adalah fungsi Young yang 
bijektif dan     , maka diperoleh 
     
         
   
  dengan                untuk setiap        
  . 
Bukti. 
 
Ambil sembarang         
  , dengan argumen 
yang serupa pada [15,16,17] maka dapat dibuktikan  
                   
untuk sembarang bola buka      Karena ini berlaku 
untuk sembarang bola buka    , maka diperoleh  
             
    
 
     
 
  
    
 
   
           
            
 
     
 
  
    
 
   
          
           . 
Jadi diperoleh               . Hal ini 
menunjukkan     
         
  .  
Seperti pada ruang Orlicz-Morrey      
  , 
contoh berikut menunjukkan ruang Orliz-Morrey 
lemah       
   merupakan perumuman dari ruang 
Orlicz lemah, ruang Morrey lemah, ruang Morrey 
lemah diperumum, dan ruang Lebesgue lemah. 
Contoh 4. Misalkan        ,  fungsi Young 
yang bijektif, dan      , maka diperoleh 
a) Jika         dan       
  
 , maka 
      
        
   adalah ruang Lebesgue 
lemah. 
b) Jika         dan       
  
 , maka 
      
          
   adalah ruang Morrey 
lemah. 
c) Jika        , maka       
         
   
adalah ruang Morrey lemah diperumum. 
d) Jika              , maka       
   
     
  adalah ruang Orlicz lemah. 
 
Selanjutnya, lema berikut menunjukkan fungsi 
karakteristik pada bola buka di    merupakan anggota 
dari ruang       
     
Lema 5. Misalkan  fungsi Young yang bijektif, 
    , dan     , maka terdapat     sedemikian  
sehingga berlaku 
 
     
                
 
     
  
Bukti. 
Misalkan  adalah fungsi Young yang bijektif dan  
    . Berdasarkan Proposisi 2.1 pada [5] maka 
terdapat     sedemikian  sehingga berlaku 
 
     
               
 
     
 
untuk sembarang     . Selanjutnya, berdasarkan 
Teorema 3 maka diperoleh  
                             
 
     
  
Sekarang, amati bahwa 
              
 
     
    
 
     
 
  
    
 
   
                 
 
      = 
       
 
     
 
  
    
 
   
                 
 
   
 =        
 
     
 
  
    
 
   
 
 
    
 
           
 
 
    
 
     
. 
Jadi, terbukti bahwa  
 
     
                
 
     
  
untuk sembarang     .  
 
Berikut akan diberikan bentuk ketaksamaan 
H  lder pada ruang Orlicz-Morrey lemah     
   . 
 
Teorema 6. Misalkan      ,    adalah fungsi Young 
yang bijektif dan             sedemikian sehingga 
berlaku 
  
       
        
      
dan 
                   
untuk setiap    . Jika            
   dan 
          
  , maka diperoleh            
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dengan  
                                
 
Bukti. 
Ambil sembarang           
   dan   
        
  . Karena berlaku   
       
      
  
       
untuk setiap    , maka untuk sembarang     
diperoleh              
          
             
Selanjutnya, diketahui bahwa                    
untuk setiap     maka diperoleh 
           
      
    
 




   
 
   
             
    
    
 




   
 
   
            
           
    
    
 




   
 
   
   
   
 
   
 
           
          
 
    
    
 








   
 
   
   
   
 
   
 
                     
 
           
 




   
 
   
              
                
 




   
 
   
              
                     .  
 
KESIMPULAN 
Berdasarkan hasil penelitian yang diperoleh dan 
pembahasan yang dilakukan penulis maka penulis 
berkesimpulan bahwa ruang Orlicz-Morrey lemah 
        
   juga merupakan perumuman dari ruang 
Orlicz lemah, ruang Morrey lemah, dan ruang Morrey 
lemah diperumum. Lebih jauh ruang tersebut 
perumuman dari ruang Lebesgue lemah. 
Ruang Orlicz-Morrey lemah         
    lebih 
luas dari ruang Orlicz-Morrey (kuat)        
  , hal 
ini  bisa dilihat padaTeorema 3. Selain itu, syarat cukup 
untuk ketaksamaan H  lder pada ruang         
   
telah diperoleh (Teorema 6). Namun, syarat untuk 
kondisi fungsi Young pada ketaksamaan H  lder di 
ruang        
   dan      
   lebih sederhana 
dibandingkan ruang         
   .  
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